1． 支配方程式
1.1質量保存則
最初に、control volumeと称される図1.1に示すような微小立方体を考える。この立方体はこれから我々が議論する地下水および地下水流動媒体のあらゆる特性を有するものと考える。
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図1.1 Control Volume
  この立方体内を流れが通過し、その成分をxyz直交座標の三成分に分割して整理すると、立方体の各軸直交面を通過する流れは図1.1に示す標記で表す事ができる。ここで、上流側から流入した１成分方向の流れ(例えばvx)はcontrol volumeを通過する間に成分方向の増分項［((vx／(x)Δx］だけ変化することを示している。これにはいくつかの説明があるが、ここではIstok(1989)の解説を紹介する。
  流入(あるいは上流)側で(ρvx)の質量流入を有する流れが、微小区間Δx間に速度変化を受けた場合、流出(あるいは下流)側ではTaylor展開を適用すると次式で表す事ができる。


　　(1.1)

  ここで、ρは流体密度
上式の形で用いられる事の多い「微小区間Δxでは高次のベキ乗項は無視できる」という仮定を導入すると、二次のベキ乗項以降はキャンセルされ、流出側の質量流速成分は次式となる。


   (1.2)

  ここで、考えている流路長を単位長さ(Δx=1)とみなして (1.2) 式第2項のΔxを、落とした標記の教科書が多いので注意したい(Δxが無いと単位が合わないのでしばしば理解の躓きの基になる)。
さらに、体積内で単位体積当たりのsink／source(排水/注入)項q(>0で排水)を導入、単位時間当たりの流出入流量を三方向成分について総計すると、この体積内での質量保存則から以下の連続の式が誘導できる。


  (1.3)

ここで、Swは飽和度、ｎは有効間隙率、
        qは体積内の単位体積当たりのシンク/ソース流量[L3/TL3](排水時､q>0)

(1.3) 式は、「左辺第1項の流入量から第2項の流出量と第3項の排水流量を差し引くと、右辺貯留項が残留する」、ことを示している。
(1.3) 式を整理し、両辺を立方体体積(ΔxΔyΔz)で除し、単位体積当たりの収支をみると以下となる。


     (1.4)

1.2運動の式と透水係数テンソル
   ここで、Darcy則を運動の式として左辺流速項vに適用して、水頭ｈを導入する。
Darcy則は以下のように流れ方向成分に着目したものが一般に知られている。


     (1.5)

Bear(1972)はDarcy則の一般化表現として以下は二次の透水係数テンソルを用いた各方向成分の流速を示している。


   (1.6)

 この透水係数テンソルは対称性（Kxy=Kyx、Kyz=Kzy、Kxz=Kzx）である。
本来、地下水流を定義する場合、モデル座標軸方向に沿った透水成分を考慮すればよいが、試験などで実測される供試体内の透水方向と解析で定義する軸方向が一致しない場合、座標変換を行なって整合させる。この結果、i,j方向 (i(j)成分の透水係数Kijが生じる。このような透水係数Kij(i(j)成分は座標変換公式から誘導できる。
二次元場では以下のようになる。
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図1.2モデル座標軸
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ここで、上付添字Ｔは転置行列を示す。また、単位ベクトル

は主透水方向座標とモデル座標のなす角βから以下のようである。


          (1.10)



   (1.11)



   (1.12)

  主透水軸(添字P)とモデル座標軸が一致する時はβ=0となり、 (1.6) 式の透水テンソルの対角項のみ値をもつ(それ以外は0)。また等方性の場合、βの値にかかわらず対角項のみ値を持ち、その値は等しくなる。
1.3支配方程式
これらの流速vを (1.4) 式に代入すると次式を得る。


      (1.13)

あるいは、総和規約による簡略表示では以下である。


    (1.14)
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  ここで、右辺時間微分は対象体積内の水分質量の微分項であり、左辺の水頭微分と同じく扱うことができないので、右辺項も水頭ｈの微分項で表すと次式となる。


      (1.15)

 (1.15) 式の各微分項を整理する。左辺では


      (1.16)

ここで、流体密度ρは空間について一定(非圧縮性)であるとすると上式右辺第一項は０となる。よって、 (1.16) 式は次式となる。


       (1.17)

また、 (1.15) 式右辺時間微分項((h/(t)の係数項は以下のようになる。


        (1.18)

 ここで、分解された (1.18) 式の各項に以下の貯留性の解釈を適用する。


について
以下の議論は、飽和媒体内の水頭変化による空隙変化とこれに伴う排水/貯留を検討するものとし、不飽和状態ではこの関連による変化は考慮しないとする。
水頭変化に対する有効応力変化dσeは次式で表すことが出来る。


      (1.19)

ここで、ψは圧力水頭であり、全水頭ｈ、位置水頭ｚとは次式の関係である。


            (1.20)

∴

      (1.21)

よって、 (1.19) 式は次式となる。


    (1.22)

また、多孔質媒体の圧縮性αは有効応力と以下の関係がある。


      (1.23)

さらに、単位体積であるのでＶ=1であり、有効応力の増分の定義式を代入すると以下となる。また、単位水頭変化としてdh=-1とする。


     (1.24)

また、流体の微小な圧縮性をみとめ、この圧縮率をcwとすると、これまでと同じ手順でdVwは次式となる。


   (1.25)

ここで、媒体の圧縮は飽和状態(Sw=1)でのみ生じるとしている。
土粒子骨格構造の弾性変形と微小な水の圧縮性に由来するdVwを合算すると以下となる。
（1.18)右辺第１項の分数項は間隙率の変化dnになる。


     (1.26)



について
流体を非圧縮性(ρ=constant)とみると、微分項は０となる。


について
飽和流のみを扱う場合にはこの項は０となる。

これをまとめると
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      (1.27)

あるいは、
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(1.28)

  (1.27) 式あるいは (1.28) 式を支配方程式と呼ぶ。
1.4 境界条件および初期条件
●境界条件
  浸透解析で考慮される事の多い境界条件は以下のものである。
・既知水頭境界
浸透解析では水頭値が変量として扱われるが、既知水頭境界ではこれを変量とは扱わず、指定された経過時間に対応した既知量を強制的に水頭値として指定するものである。


       (1.29)

ここで、Hbは既知水頭の時間に対する関数であり、最も簡単なものは時間に依存せず一定値を導入するものである。
・既知流量境界
  流量値を境界条件とするもので、境界面を通過する流量で規定される。
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          (1.30)

  ここで、Vは境界面を通過する流速、niは境界面に垂直なベクトルのi座標方向成分である。
●初期条件
  非定常(時間とともに水頭分布が変化する)問題では、計算開始段階での水頭分布を設定する必要がある。


       (1.31)

  一般には、初期条件は非定常問題でのみ必要であり、定常問題ではどんな条件が入っていようと問題ないが、非線形解析では前段階の水頭分布を基に物性および境界条件を設定する事から、定常問題であってもリーズナブルな分布条件を用いるべきである。
1.5 準三次元近似
  三次元浸透場での支配方程式（1.27）あるいは（1.28）を再掲する
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(1.28)

これに対する境界条件、初期条件はそれぞれ以下である。



           (1.29)
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         (1.31)

ここで以下の仮定を導入する。

(1) 任意の平面位置（x､y）において、z（x3）方向の全水頭hは一定である（静水圧分布）：
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(2) 仮定(1)を保ちながら、平行流れのみ扱う（Dupuit-Forchheimerの仮定）

(3) 鉛直方向流れ成分を無視できることから、地下水位下の浸透層厚さわたってz方向に積分する事で質量保存を満たす。

ゆえに
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式(1.35)を書き下すと
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式(1.35､36)では係数項、定数項である。T,S,Qが変数hの関数となる非線形問題を表す。各項について以下に解説する。

・透水量係数T
式(1.34a)をみると積分は以下の足し合わせに相当する。また、被圧状態では、hはポテンシャル水頭を表し、実際の浸透断面高さはhではなく層厚和になる。つまり、以下の柱状図では透水量係数と水頭高さに下図の関係を有する。
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・貯留係数S
貯留係数は「単位面積をもつ土柱において単位地下水頭の変化によって排出される水量を定義できる。これは不圧状態と被圧状態でずいぶん異なる係数値をとることが知られている。

不圧帯水層では実際に地下水面が移動する区間の比産出率ＳyをSとおく。一般にsyは有効間隙率い等しいと考えられる。被圧帯水層では層厚さにおける土の圧縮性に依存する。
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・流量Q
qが微少立方体内の流量を考えているのに対してQはqを地下水面高さで積分する事で、単位面積を有する土柱内の流量を考える。

境界条件で既知水頭境界の式(1.29)がそのまま適用されるが、境界においても静水圧分布条件を確保しなければならない。

既知水頭境界は以下の積分を考慮する。
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流速Vを浸透断面高さにわたって積分されたものであり、流束Qに一致するディメンジョンをもつ。ゆえに
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初期条件は式(1.31)に一致し、これも静水圧分布条件を満たすものとする。
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