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第1編

理 論 解 説

1．浸透流の支配方程式(西垣,1990)
1.1質量保存則
最初に、control volumeと称される図1.1に示す微小立方体を考える。この立方体はこれから我々が議論する帯水層および地下水流体のあらゆる特性を有するものと考える。
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図1.1 微小要素による水収支
  この立方体内を流れが通過し、その成分をxyz直交座標の三成分に分割して整理すると、立方体の各軸直交面毎に通過する流れは図1.1に示す標記で表す事ができる。ここで、上流側から流入した１成分方向の流れ(例えばρvx)はcontrol volumeを通過する間に成分方向の増分項［((ρvx／(x)Δx］だけ変化することを示している。これにはいくつかの説明があるが、ここではIstok(1989)の解説を紹介する。
  流入(あるいは上流)側で(ρvx)の質量流入を有する流れが、微小区間Δx間に速度変化を受けた場合、流出(あるいは下流)側ではTaylor展開を適用すると次式で表す事ができる。


　　(1.1)

  ここで、ρは流体密度
上式の形で用いられる事の多い「微小区間Δxでは高次のベキ乗項は無視できる」という仮定を導入すると、二次のベキ乗項以降はキャンセルされ、流出側の質量流速成分は次式となる。


 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　   (1.2)

  ここで、考えている流路長を単位長さ(Δx=1)とみなして (1.2) 式第2項のΔxを、落とした標記の教科書が多いので注意したい(Δxが無いと単位が合わないのでしばしば理解の躓きの基になる)。
さらに、体積内で単位体積当たりのsink/source(排水/注入)項q(>0で排水)を導入、単位時間当たりの流出入流量を三方向成分について総計すると、この体積内での質量保存則から以下の連続の式が誘導できる(ここで、流出入流量qの符号はプログラム使用時には反転するので注意されたい)。


　　　  (1.3)

ここで、Swは飽和度、ｎは有効間隙率、
        qは体積内の単位体積当たりのシンク/ソース流量[L3/TL3](排水時､q>0)

	ここで、Swおよびnは次式の定義である。
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Vw：含水体積、Vv：空隙体積

さらに、単位体積あたりの標記では(V=1）次式を得る。
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 (1.3) 式は、

[左辺第1項の流入流量]－[第2項の流出流量]－[第3項の排水流量]

＝[右辺項が残留(貯留)の時間貯留変化量]

ことを示している。
(1.3) 式を整理し、両辺を立方体体積(V≡ΔxΔyΔz)で除し、単位体積当たりの収支をみると以下となる。


  　　　　　　　　　　　   (1.4)
1.2運動の式と透水係数テンソル
   ここで、Darcy則を運動の式として左辺流速項vに適用して、水頭ｈを導入する。
Darcy則は以下のように流れ方向成分に着目したものが一般に知られている。


  　　　　　　　　　   (1.5)

Bear(1972)はDarcy則の一般化表現として以下の二次の透水係数テンソルを用い各方向成分の流速を示している。


　　　　　　　　　　　　　　    (1.6)

 この透水係数テンソルは対称性（Kxy=Kyx、Kyz=Kzy、Kxz=Kzx）である。
本来、地下水流を定義する場合、モデル座標軸方向に沿った透水成分を考慮すればよいが、試験などで実測される供試体内の透水方向と解析で定義する軸方向が一致しない場合、座標変換を行なって整合させる。この結果、透水係数Kij(i(j)成分が生じる。このような透水係数Kij(i(j)成分は座標変換公式から誘導できる。
例えば、二次元場では以下のようになる。

[image: image4.wmf]x

y

p

x

p

y

b


図1.2モデル座標軸
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     　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (1.7)



     　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　    (1.8)
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   　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　 (1.9)

ここで、上付添字Ｔは転置行列を示す。また、単位ベクトル

は主透水方向座標とモデル座標のなす角βから以下のようである。


  　　　　　　　　　         (1.10)



 　　　　　　　　　   (1.11)



 　 　  (1.12)

  主透水軸(添字P)とモデル座標軸が一致する時はβ=0となり、 (1.6) 式の透水テンソルの対角項のみ値をもち(それ以外は0)、また等方性の場合(K1=K2 → K1－K2＝０ → sin2β+cos2β=1)、βの値にかかわらず対角項のみ値を持ちその値は等しくなる。

  同様に三次元場では以下のようになる。まず、計算座標軸(x,y,z)と主透水方向軸(K11P,K22P,K33P)のなす角をそれぞれ以下のように定義する。

	
	K11P
	K22P
	K33P

	ｘ
	α1
	α2
	α3

	ｙ
	γ1
	γ2
	γ3

	ｚ
	δ1
	δ2
	δ3


それぞれの角度に対する余弦を以下とする。

li=cos(αi)  、  mi=cos(γi)  、  ni=cos(γi)   　　　　　　　　　　　(1.12'a)

 よって、方向余弦テンソル[Ｌ]は以下となる。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　    (1.12'b)

また、主透水係数テンソル[KP]を以下と定義する。
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   　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (1.12'c)

  よって、透水係数テンソル[K]は以下となる。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  (1.12'd)

  主透水方向と計算座標軸方向が一致する場合は以下のように簡略化される。

                    α1=γ2=δ3=0  および これ以外は全てπ/2 とする。

すなわち、
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     　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (1.12'e)

  である。
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図1.2' モデル座標軸と主透水座標軸(三次元場)

1.3浸透の支配方程式
これらの流速vを (1.4) 式に代入すると次式を得る。


 　　　      (1.13)

あるいは、総和規約による簡略表示では以下である。


   　　　　　　　　　　　　　　  (1.14)
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  ここで、右辺時間微分は対象体積内の水分質量の微分項であり、左辺の水頭微分と同じく扱うことができないので、右辺項も水頭ｈの微分項で表すと次式となる。


     　　　　　　　　　　　　 (1.15)

 (1.15) 式の各微分項を整理する。左辺では


  　　　　　　     (1.16)

ここで、流体密度ρは空間について一定(非圧縮性および微小体積内均質性)であるとすると上式右辺第一項は０となる。よって、 (1.16) 式は次式となる。
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      　　　　　　　　　　　　　 (1.17)

また、 (1.15) 式の右辺時間微分項((h/(t)の係数項は以下のようになる。


     　　　　    (1.18)

 ここで、分解された (1.18) 式の各項について以下のように検討する。
(1)

について
以下の議論は、飽和媒体内の水頭変化による空隙変化とこれに伴う排水/貯留を検討するものとし、不飽和状態ではこの変化は考慮しないとする。

  まず，(1-4)式からわかるように、単位体積中の収支について検討しているためV = 1 であり、間隙率n は次式で表される。
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   (d)
  よって，dn = dVw となる。そこで以下，dVw について考察する。

水頭変化に対する有効応力変化dσeは次式で表すことができる。


    　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  (1.19)

ここで、ψは圧力水頭[L]であり、全水頭ｈ[L]、位置水頭ｚ[L]とは次式の関係である。


         　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　    (1.20)
ここで、z座標は変化しないので、



   　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　   (1.21)

よって、 (1.19) 式は次式となる。


   　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  (1.22)

また、多孔質媒体の圧縮率αは有効応力と以下の関係がある。
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また単位水頭変化としてdh = 1（従って(1.22)式よりd σe =－ρg）とし、単位体積であるのでV = 1であることに注意すると、含水体積の変化d Vwは(1.23)式より以下となる。
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ここで、媒体の圧縮は飽和状態(Sw = 1)でのみ生じるとしている。
以上より、(1.18)式の右辺第１項は次のように表すことができる。
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    (1.24)

(2)

について
  以下の議論でも（１）と同様、飽和媒体内の水頭変化による流体の体積変化とこれに伴う排水/貯留を検討するものとし、不飽和状態ではこの変化は考慮しないとする。

一般に，対象流体は非圧縮性とみなすので，流体密度ρの微分項は0である。しかし，ここでは流体の極めて微小な圧縮性を考慮し、この圧縮率をcw とすると、圧縮率の定義と(1.21)式より次式で表される。
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   (1.25-1)

  従って、(1.18)式の右辺第２項は次のように表すことができる。
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  (1-25-2)

  ここで、(1.24)式で表される量と(1.25-2)式で表される量の和は、単位の水頭変化により単位体積中から流出（あるいは流入）する流体の質量を表す。またその値を流体の密度で割ったものは

「単位の水頭変化により単位体積中から流出（あるいは流入）する流体の体積」

を表し、比貯留係数と呼ばれる。

これを式で表せば、次のようになる。
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  ここで，Ssは比貯留係数[1/L]である。

(3)

について

　不飽和領域においては間隙率が変化しないと仮定すると，
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 　　　　    (1.27)

ここで、Vは全媒体体積[L3]、Vsは土粒子部分の体積[L3]、Vwは含水部分の体積[L3]、
        θは体積含水率[－]
	コラム：水の圧縮率の定義式の誘導

原則的にはHookの法則が適用できる。

つまり弾性体での　σ= Eε（応力＝弾性係数×ひずみ）を用い，圧縮率は弾性係数の逆数なので、上式を変形すると1/E(圧縮率)＝ε/σ　となる。よって，

棒状の弾性体ではひずみは　ε＝ΔL/L

体積ひずみならば　　　　　ε＝ΔV/V  となる。

ここでは圧力の変化により体積Vの質量mは変化しないと考える。

  圧力の微小増加Δpに伴う体積現象(－ΔV)には以下の関係が見られる。
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     さらに，
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  ②式で，(ΔρΔV)は微小であるので無視し，①式－②式より次式がなり立つ。
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よって，以下となる。
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   圧縮率の定義式は以下である。
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 ここで，微小変化を表すΔをd で標記し，圧力を圧力水頭であらわすと以下となる。
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よって、これらをまとめると飽和‐不飽和領域を対象とした浸透の支配方程式は，


   　　　　　　　　　　　 (1.28)

流体密度が一定であるので、上式両辺をρで除し以下の基礎方程式を誘導できる。


        　　　　　　　　　　　 (1.29)

  ここで、βは以下の定義である。
0：不飽和領域                  

      1：飽和領域

ここで、別項で説明するように土質試験では、不飽和土の含水率と水頭の関係は（θ－ｈ）関係より（θ－Ψ）関係で得られるものが一般的であることからも、基礎方程式は全水頭ｈによるものではなく圧力水頭Ψ基準の方が扱い易い。両水頭の関係は(1.20)式で示され、これを (1.29) 式に代入すると以下のようになる。

[image: image31.wmf]体積含水率

　

θ

　

負の圧力水頭

ψ　

比水分容量　Ｃ

d

θ

d

ψ

＝

Ｃ

d

＝

Ｃ

体積含水率

　

θ

　

負の圧力水頭

ψ　

比水分容量　Ｃ

d

θ

d

ψ

＝

Ｃ

d

＝

Ｃ

d

θ

d

ψ

＝

Ｃ

d

＝

Ｃ


図1.3負の圧力水頭と体積含水率の関係


     　　　　　　　　　 (1.30)

ここで、式(1.30)の右辺第2項は比水分容量（dθ／dψ≡C(ψ)）である。また、Darcy則を不飽和領域にまで拡張定義し、透水係数Kは飽和透水係数(地盤依存)Ksと相対透水係数(飽和度依存)Krの積で表すとする(K≡KrKs)。
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 　　　　           (1.31)

あるいは、
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　　(1.32)

  (1.31) 式あるいは (1.32) 式を支配方程式と呼ぶ。
1.4 境界条件および初期条件
(1)境界条件
  浸透解析で考慮される事の多い境界条件は以下のものである。
①既知水頭境界
浸透解析では水頭値が変量として扱われるが、既知水頭境界ではこれを変量とは扱わず、指定された経過時間に対応した既知量を強制的に水頭値として指定するものである。
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      　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (1.33.1)

ここで、Hbは既知水頭の位置と時間に対する関数であり、最も簡単なものは時間に依存せず一定値を導入するものである。既知水頭を設定する地点は任意ではなく、その位置が明確であるから、圧力水頭に対しても同様の条件が設定できる。
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     　　　　　　　　　　　　　　　　　  (1.33.2)

  ここで、Ψbは既知圧力水頭の時間に対する関数である。
②既知流量境界
  流量値を境界条件とするもので、境界面を通過する流量で規定される。


　　　　　　　　　　　          (1.34)

  ここで、Vは境界面を通過する流速、niは境界面に垂直なベクトルのi座標方向成分である。一般には既知流量の境界条件はきわめて少なく,図1.3'に示すように不透水境界条件が多い。
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図1.3’ 種々の境界条件
③浸出面境界
浸出面境界は浸透解析特有のものである。この条件がとられる境界面では、初期に不飽和状態にあり水の出入りが見られないものが、後に浸透系内の浸潤によって飽和状態になり系より外部へ流出が見られるものである。または逆に、初期に飽和状態にあり外部へ流出が見られるものの、後に浸透系内の浸潤面後退に伴い不飽和状態になり、水の出入りが見られなくなるものである（図1.4参照）。
  数式では以下の条件式が適用できる。
  (a) 当初不透水扱いの境界面が、水が浸透してきてψ(０となると、ψ=0として既知水頭境界に変更する。
  (b) 既知水頭扱いの境界が、地下水位が低下してψ<０となると，不透水境界条件に変更する。
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図1.4浸出面境界
  このように、浸出面境界は面上の間隙水圧値と流出入量の正負によって条件を定水圧と不透水に変更するものであり、このスイッチの取り扱いを導入すれば、条件そのものは従来のもの(既知水頭/流量境界)を用いることができる。しかしながら、このスイッチの取り扱いを導入すれば，条件そのもの（既知水頭／既知流量境界）を用いることができる。

④降雨境界
降雨境界は浸出面境界と同様、飽和･不飽和浸透解析特有のものである。
この条件がとられる境界面では、初期に不飽和状態にあり水の出入りが見られないものが、降雨による浸透系内への浸潤によって飽和状態になり系より内部への流入量の制限が発生し、さらに水面の上昇などにより外部へ流出が見られるものである。またはこの逆で、初期に飽和状態にあり外部へ流出が見られるものの、後に浸透系内の浸潤面後退に伴い不飽和状態になり、降雨の流入が発生するものである。
  解析の中では具体的に次のように取り扱っている。。
  (a) 対象とする時間における降雨(qt)を降雨時間曲線より求める。

  (b) 降雨(qt)を線上荷重条件として計算する。

  (c) それぞれの地表の点での全水頭とその下の点での全水頭値より，流入可能な流量(qc)を計算し，

   (i) qt>qc なら，地表の点での圧力水頭をψ=0にして既知水頭境界にする。
   (ii) qt<qc なら，地表の点は既知流量境界条件にする。

  降雨境界も浸出面境界と同様に、面上の間隙水圧値と流出入量の正負によって条件を定水圧と不透水に変更するものであり、逐次計算による収束過程を持った数値解析が有効である。

(2)初期条件
  非定常(時間とともに水頭分布が変化する)問題では、計算開始段階での水頭分布を設定する必要がある。
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    　　　　　　　　　　　　　　　   (1.35.1)

  ここで、Hoは既知水頭の位置に対する関数である。
圧力水頭に対しても同様の条件が設定される。
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    　　　　　　　　　　　　　　　  (1.35.2)

  ここで、Ψoは既知圧力水頭の位置に対する関数である。
  一般には、初期条件は非定常問題でのみ必要であり、定常問題ではどんな条件が入っていようと問題ないと考えられがちであるが、非線形解析では繰り返し解法での前段階の水頭分布を基に物性および境界条件を設定するため、定常問題であっても比較的適切な初期(この場合は計算開始時の意味)条件を用いなければならない。
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